8.2.11  Vlastnosti aritmetickych a geometrickych posloupnosti

Predpoklady: 080105, 080201, 080205

Pedagogicka poznamka: Cilem hodiny neni naucit studenty tabulku, kterda uvadi, jak zavisi
vlastnosti posloupnosti na jejich koeficientech. I kdyby se studenti tyto tdaje
naucili, za chvilku je zapomenou. Cilem hodiny je, aby studenti sami zkusili tuto
tabulku objevit. Hodina ma tii faze:

Nejdiive studenti sepiSou tabulku vlastnosti. V druhé fazi prozkoumaji vlastnosti
aritmetickych posloupnosti. Tabulku i zptisob, jakym jsme ji ziskali, spole¢né
probereme a zbyvajicich 30 (minimalné 25 minut) maji studenti na to, aby
samostatné sestavili podobny piehled pro geometrickou posloupnost. Dopiedu je
1épe kontrolovat vysledky. Na konci si vybirdm zavérecné piehledy i postup prace
a hodnotim.

Béhem préce studenty kontroluji, a snazim se trochu pomoci tém, ktefi tdpou, tim,
Ze nabizim posloupnosti, které by méli vyzkouset.

Pr. 1:  Sepis vlastnosti, které jsme urCovali u posloupnosti a zptisoby, jakymi tyto vlastnosti

dokazujeme.
Vlastnost posloupnosti pro kazdé n[JN plati:

rostouci a,<a,,

klesajici a,>a,,

neklesajici a,<a,,

nerostouci a,za,,

zdola omezena a,2d,dUR

shora omezena a,<H, HUR

V této hodin¢ se budeme déle zabyvat pouze tim, zda jsou posloupnosti omezené (omezené
shora nebo zdola) a zda jsou rostouci nebo klesajici.

Pr.2: Otestuj nékolik aritmetickych posloupnosti a zjisti, jak zavisi vlastnosti téchto
posloupnosti na hodnotédch a, a d .

- Zvolime napiiklad:

a,=1d=2 = 1;3;5;7;9;11;13;... rostouci, zdola omezena

a,=1,d=0 = L1110 konstantni, omezena

a,=1,d=-3 = 1,-2;-5;,-8;-11;-14;-17;... klesajici, shora omezena
zkusim zm¢énit q

a,=-4,d=2 = —4;-2;0;2;4;6;8;... rostouci, zdola omezena (vlastnosti po

' zméné q, zistaly stejné)




- ZaleZi pouze na diferenci, prvni ¢len na vlastnosti nemd vliv.
- Aritmetickd posloupnost (an )::1 s diferenci d je:

- * rostouct, pravé kdyz d >0,

- » klesajici, pravé kdyz d <0,

. konstantni, pravé kdyZz d =0.

- Aritmetickd posloupnost (an )n:1 s diferenci d je:
e zdola omezend, neni shora omezend, pravé kdyz d >0,

- » shora omezend, neni zdola omezend, pravé kdyz d <0,
.« omezend shora i zdola, pravé kdyz d =0.

Vysledky miZzeme zapsat dvéma zpiisoby:
1. Vlevo uvedeme vlastnost a vpravo, pro které hodnoty a, a d aritmetickd posloupnost
ma tuto vlastnost.

Monoténnost aritmetickych posloupnosti (an )::1 s diferenci d

Rostouci d>0
Klesajici d <0
Konstantni d=0
Bez monoténnosti

Omezenost aritmetickych posloupnosti (a,)”_ s diferenci d

Zdola omezena, neni shora omezena d>0
Shora omezena, neni zdola omezena d<0
Omezena (omezena shora i zdola) d=0
neni ani zdola omezend, ani shora omezena

2. Vlevo uvedeme hodnoty a, a d a vpravo vlastnosti, které aritmetickd posloupnost pro
tyto hodnoty ma.

Vlastnosti aritmetickych posloupnosti (a,)”_ s diferenci d

d>0 Rostouci, zdola omezena, neni shora omezena
d<0 Klesajici, shora omezend, neni zdola omezena
d=0 Konstantni, omezena (omezena shora i zdola)

vvvvv

kterym jsme je objevili. U aritmetickych posloupnosti je situace pomérné€ jednoduchd, ale
presto ma stejné rysy jako naptiklad hledani zdvad (obecné, ne v matematice). Neustéle
stiiddme experimenty (psani konkrétnich posloupnosti) s hodnocenim situace (jaké vlastnosti
posloupnosti maji) a vymyslenim hypotéz o diivodech (ktery z koeficientii posloupnosti
vlastnost zptisobil), které ihned musime testovat dal$im experimentem (konkrétni
posloupnosti, kterd by méla mit né¢jakou vlastnost). Velkou roli hraje naSe schopnost
vyzkouSet ,,vSechny zajimavé* moZnosti.

Nyni zkusime pouZit naSe zkuSenosti ve znateln€ obtiZné&jsi situaci, kterd nastane, kdyZ se
pokusime sestavit podobny piehled pro geometrické posloupnosti.




Pr.3: Otestuj n¢kolik geometrickych posloupnosti a zjisti, jak zavisi vlastnosti téchto
posloupnosti na hodnotach g, a g.
Vysledky shrii do dvou tabulek: Monotonnost geometrickych posloupnosti a

Omezenost aritmetickych posloupnosti, které budou mit stejny levy sloupec jako
odpovidajici tabulky pro aritmetické posloupnosti.

i Zvolime napftiklad:

a, =1,q=2 = 1;2;4;8;16;... rostouci, zdola omezena

a,=-1,q=2 = —1;—-2;—4;-8;-16;... klesajici, shora omezena

- = tady zdleZi i na po&ateénim ¢lenu

La =l,g=-2 = 1;,-2;4;-8;16;... ani rostouci ani klesajici, neni omezena
. = kdyz je kvocient zaporny, neustéle se stfidaji znaménka posloupnosti a posloupnost

' nemiZe byt ani rostoucti ani klesajici

Cisla se zmenSuji, kdyZ ndsobim napftiklad 0,5

; 1 1111 .y . .

ca =lg=— = —=i— =y — . klesajici, omezend shora i zdola

: 2 2 4816

- = uZ jednou se situace zméenila, kdyZ jsem zménil znaménko prvniho Clenu =

! I 1 1 1 ) . .
ca=-lg=— = -I;-—;-—;——;——;...  rostouci, omezend shora i zdola
! 2 2 4 8 16

- Zkusime situaci shrnout:
' rostouci posloupnosti:

'e a,=-1,g=2 -kladné ¢islo, které nasobime kladnym ¢islem vétSim nez 1 = rostouci

budou vSechny posloupnostis @, >0 a g >1
: | (s A L wr .
re aq=-lg= 5" zéaporné Cislo, které nasobime kladnym ¢islem mensSim nez jedna,

absolutni hodnota vysledku se zmenSuje a tim hodnoty neustéle rostou k nule =
rostouci budou vSechny posloupnosti s g, <0 a 0<g <1

- klesajici posloupnosti:
L. a, =—1,q =2 - zdporné Cislo, které nasobime kladnym ¢islem vétSimnez 1 =

klesajici budou vSechny posloupnosti s a, <0 a g >1
: 1 .
re a,=1g= E - kladné ¢islo, které nasobime kladnym ¢islem mensSim nez jedna,

absolutni hodnota vysledku se zmenSuje a tim hodnoty neustéle klesaji k nule =
klesajici budou vSechny posloupnostis ¢, >0 a 0<¢g <1
zbivajici moznosti
e pro a, # 0;q <0 neni geometrickd posloupnost ani rostouci ani klesajici, hodnoty
: neustidle méni znaménko
-+ pro a, =0 je geometrickd posloupnost konstantni bez ohledu na ¢

e pro a, #0;q =1 je geometrickd posloupnost konstantni

' Nyni m@Zeme ptejit k omezenosti
' mame posloupnosti rozdélené do sedmi skupin, pouze u skupiny a, # 0;g <0 nevime, jak je
| to s omezenosti = mozZnosti:



a,=-2,q=-"2 = —2;4;—-8;16;—32;... posloupnost neni omezend ani shora ani zdola,
' bude to tak platit pro vSechna g <-—1 (zvétSuji absolutni hodnotu ¢leni posloupnosti)

: 1 1 ) )
a, =-2,g=—— = 21— ——;... posloupnost je omezena shora i zdola, bude to
! 2 8

11
I 2’49
 platit pro vSechna —-1<¢ <0

. Shrneme situaci pro omezenost:
' shora i zdola omezena posloupnost

: L A end P NV
re a=-lg= 3" zaporné Cislo, které nasobime kladnym ¢islem menSim neZ jedna,

absolutni hodnota vysledku se zmenSuje a tim hodnoty neustale rostou k nule = plati
pro a, <0 a 0<g<l1

* a=Lg =% - kladné ¢islo, které ndsobime kladnym ¢islem menSim nez jedna,
absolutni hodnota vysledku se zmenSuje a tim hodnoty neustdle klesaji k nule = plati
pro a, >0 a 0<g<l

* pro a, =0 je geometrickd posloupnost konstantni bez ohledu na g

e pro a, #0;q =1 je geometrickd posloupnost konstantn{

e a,=-2,q= —% - libovolné ¢islo ndsobim ¢ D<—1;0> hodnoty se postupné ptiblizuji

. k nule (i kdyz se méni jejich znaménka)

. = vSechny mozZnosti miiZzeme shrnout do podminky |q| <1, na a, nezalezi

shiora omezena, zdola neomezena

* a,=-1,q=2 - zdporné &islo, které ndsobime kladnym ¢islem vétSim nez 1, ¢leny
posloupnosti klesaji pod jakoukoliv mez, plati vZdy proa, <0 a g >1

zdbla omezena, shora neomezena

-+ a,=1,q=2 -kladné ¢islo, které nasobime kladnym ¢islem vétSsim nez 1 = Cleny

| rostou nade vSechny meze, plati pro a, >0 a ¢ >1

nebmezené

-+ pro a, =1,q =2 ¢leny neustdle méni znaménko, jejich absolutni hodnota se neustdle

zvétSuje, plati pro a, # 0;q < -1

Monoténnost geometrickych posloupnosti (a,)”_ s kvocientem ¢

Rostouci a,>0;g>1nebo q,<0;0<g<1
Klesajici a,<0;g>1nebo g, >0;0<g<1
Konstantni a,0R;q=1nebo a, =0;g=0
Bez monoténnosti a,1JR;q <0 nebo a, #0;q=0

Omezenost geometrickych posloupnosti (an )°o

_ s kvocientem ¢
n=1

Zdola omezena, neni shora omezena a, >0;q>1
Shora omezend, neni zdola omezena a, <0;qg>1
Omezena (omezena shora i zdola) a, 20; q| <1 nebo a, =0,90R




neni ani zdola omezen4, ani shora omezena a, #0;g<-1

Pi.4: VyuZzij vysledky predchoziho piikladu ke sestaveni tabulky Vliastnosti geometrickych
posloupnosti, kterd bude v levém sloupci obsahovat vSechny mozné kombinace
hodnot ¢lenu a, a kvocientu q.

Vlastnosti geometrickych posloupnosti (a,)” s kvocientem ¢

a, =0 qUR konstantni, omezena
a, #0 q=0 omezena,
>1 rostouci, zdola omezend, neni shora omezena
q
1>¢9g>0 klesajici, omezena
a >0
! 0>g>-1 omezen4
-1>¢ neni ani zdola omezen4, ani shora omezena
>1 klesajici, shora omezend, neni zdola omezena
q
0> 1>¢g>0 rostouci, omezena
a pd
! 0>g>-1 omezen4
-1>¢ neni ani zdola omezen4, ani shora omezena
Shrnuti:




